Estruturas de Dados Avancadas
(INF1010)

Arvores AVL



A medida que s&o feitas insercdes e remocdes, uma ABB
pode ficar desbalanceada

- ineficiéncia para buscas

O balanceamento de ABBs tem como motivacao realizar
buscas em O(log,)

A estratégia é diminuir a diferenca de altura entre a sub-
arvore a esquerda e a sub-arvore a direita de cada nd

Existem diversas propostas de estruturas que se
mantém balanceadas
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Arvore Bindria de Busca Balanceada

lhe-hd| < 1
- he = altura da sub-arvore esquerda 7
- hd = altura da sub-arvore direita

— qualquer nd pode ser alcancado a 4 9
partir da raiz em O(log(n)) passos
, . 2 5 8
- (quase) todos 0s n0s nao
terminais tém dois filhos 1 3 6

— distribuicao de nés préxima a de
uma arvore cheia (altura minima)

10
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Arvores AVL

1962: AVLs
Adelson-Velsky e Landis

Arvore bindria de busca construida de modo que,
para todos os nds, a altura de sua sub-arvore a
direita difere da altura de sua sub-arvore a
esquerda de no maximo 1 unidade
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Exemplos de Arvores AVL




Exemplos de Arvores AVL




Exemplos de Arvores AVL




Exemplo de Arvore ndo AVL




Fator de Balanceamento

fo = hd - he
onde he = altura da sub-arvore a esquerda
hd = altura da sub-arvore a direita

struct avl {
int chave;
int fb; /*fator de balanceamento*/
struct avl *esq;
struct avl *dir;
tdados *dados;
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Desequilibrio - Caso 1a

arvore balanceada (equilibrada)

fbo = hd - he




Desequilibrio - Caso 1a

arvore balanceada (equilibrada) fb = hd - he
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Desequilibrio - Caso 1a

arvore balanceada (equilibrada)

fo = hd - he
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Avl* avl insere (Avl* r, int chave, tdados *dados, int* cresceu) {
if (r==NULL) {
r = (Avl*) malloc(sizeof(Avl));
r->esq = r->dir = NULL;

r->chave = chave;
r->dados = dados;
r->fb = 0;

*cresceu = 1;

}

else if (r->chave > chave) {
r->esq = avl insere (r->esq, chave, dados, cresceu);

}

else if (r->chave < chave) {
r->dir = avl insere (r->dir, chave, dados, cresceu);

}

return r;
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Caso la: Rotacao a Direita

desequilibrio apds inserir 3




Caso la: Rotacao a Direita

0
\\
e 0
l’ \\
Ah N h+1 h+1
N /
] X —
A A

desequilibrio apds inserir 3




Caso la: Rotacao a Direita
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desequilibrio apods inserir 3 arvore balanceada (equilibrada)




Caso la: Exemplo de Rotacao a Direita

uma rotacao a direita



Caso la: Exemplo de Rotacao a Direita

arvore balanceada (equilibrada)
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Caso la: Rotacao a Direita
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desequilibrio apés inserir 3
Avl* rotacao direita(Avl *m) {

Avl *antesq = m->esq; 28
m->esq = antesqg->dir; -1 0
antesq->dir =m; - 4 )------ 10 =
return antesq; /* a raiz mudou */ 12 %

}
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Desequilibrio - Caso 1b

arvore balanceada (equilibrada) fo = hd - he

desequilibrio apds inserir 11  desequilibrio apds inserir 13




Caso 1b: Exemplo de Rotacao a Esquerda

uma rotacado a esquerda



Caso 1b: Rotacao a Esquerda
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Avl* rotacao esquerda(Avl *m) {
Avl *antdir=m->dir;
m->dir = antdir->esq;
antdir->esq = m;
return antdir; /* a raiz mudou */
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Casos Simples: fbo com mesmo sinal
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Caso onde rotacao simples nao resolve
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Caso 2a: Rotacao Dupla

Fazemos uma rotacao a direita na sub-arvore
a direita...
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Caso 2a: Rotacao Dupla

...seguida de uma rotacao a esquerda



Caso 2a: Rotacao Direita-Esquerda
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Caso 2a.1: Rotacao Direita-Esquerda




Caso 2a.2: Rotacao Direita-Esquerda




Caso 2a.3: Rotacao Direita-Esquerda




Caso 2b: Rotacao Dupla

Uma rotacao a esquerda na sub-arvore a esquerda...




Caso 2b: Rotacao Esquerda-Direita
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Caso 2b.1: Rotacao Esquerda-Direita




Caso 2b.2: Rotacao Esquerda-Direita




Caso 2b.3: Rotacao Esquerda-Direita




Insercao a Esquerda
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Avl* avl insere2(Avl* r, int chave, tdados *dados, int* cresceu) {
if (r==NULL) {
r = (Avl*) malloc(sizeof(Avl));
r->esq = r->dir = NULL;

r->chave = chave;
r->dados = dados;
r->fb = 0;

*cresceu = 1;
}
else if (r->chave > chave) {
r->esq = avl insere2 (r->esq, chave, dados, cresceu);

}

else if (r->chave < chave) {
r->dir = avl insere2 (r->dir, chave, cresceu);

}

return r;
}
Avl* avl insere(Avl* r, int chave, tdados *dados) {
int cresceu;

return avl insere2 (r,chave,dados,&cresceu); A
} - IMATICA



Insercao em AVL

Avl* avl insere2(Avl* r, int chave, tdados *dados, int* cresceu) {
if (r==NULL) {
r = (Avl*) malloc(sizeof(Avl));
r->esq = r->dir = NULL;

r->chave = chave;
r->dados = dados;
r->fb = 0;

*cresceu = 1;

}

else if (r->chave > chave) {
r->esq = avl insere2 (r->esq, chave, dados, cresceu);

if (*cresceu) { /* r cresceu a esquerda (ou seja, he aumentou)*/
switch(r->fb) { /* analise do fator de balanceamento de r */

case 1: /* antes: hd>he xxx depois: hd=he pois he aumentou */
case 0: /* antes: hd=he xxx depois: hd<he pois he aumentou */

case -1: /* antes: hd<he xxx depois: hd-he=-2 pois he aumentou */

) ; MATICA




Insercao em AVL

if (*cresceu) { /* r cresceu a esquerda (ou seja, he aumentou)*/
switch(r->fb) { /* analise do fator de balanceamento de r */

case 1: /* antes: hd>he - depois: hd=he pois he aumentou */
r->fb = 0; *cresceu = 0; break;

case 0: /* antes: hd=he - depois: hd<he pois he aumentou */
r->fb = -1; break; /* avisa para cima que cresceu */

case -1: /* antes: hd<he - depois: hd-he=-2 pois he aumentou */
if (->esq->fb == -1) r = avl _rotacao_direita(r);
else r = avl _rotacao _esquerda_direita(r);
*cresceu = 0; break;

}
}
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Problemas

» semelhantes aos de insercoes, ou seja, pode ocorrer
desbalanceamento

Analise de Casos

* Caso 1: n6 removido € uma folha ou possui apenas
1 filho

= Caso 2: n6 removido tem as duas sub-arvores



Exemplos de Remocao
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Exemplos de Remocao

a ° rotacao a direita
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Exemplos de Remocao
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Exemplos de Remocao

arvore balanceada (equilibrada)



Exemplos de Remocao
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Exemplos de Remocao




Nem sempre uma UNICA rotacdo (simples ou
dupla) resolve o problema de desbalanceamento
dos noés

* ha casos em que O(logn) rotacdes sao necessarias

No exemplo a seguir a exclusao de um né
provoca diversas rotacoes



Multiplas Rotacdes em Arvore AVL




Multiplas Rotacdes em Arvore AVL

rotacao dupla e

esquerda-direita




Multiplas Rotacdes em Arvore AVL

rotacao dupla

direita-esquerda @




Pesquise o0 n6 que contém a chave procurada,
aplicando recursivamente o algoritmo de remocao

Quando achar o no:

= faca a remocao como na ABB
= analise o balanceamento

» se 0 no estiver desbalanceado (|fb|] > 1) faca as
rotacdes necessarias

Recursivamente, reporte uma mudanca de altura ao
pai para que ele faca as devidas correcoes



Rotacao a esquerda (sae perdeu altura)
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Rotacao Dupla Direita-Esquerda




Rotacao a direita (sad perdeu altura)

-2

0

-




Rotacao Dupla Esquerda-Direita
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