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Elementos de Analise Combinatoria
Modelagem Analitica

= Teorema:

e O experimento de realizar r decisdes (selegcdes) sucessivas,
nas quais, para a k-ésima selegc@o tem-se n; opgcdes possiveis,
produz o total de nn,...n, possiveis resultados diferentes

= Exemplo:

e Colocagdo de bolas em células:

— Ao colocar r bolas em n casas (ou células), faz-se uma seqiiéncia
de r decisdes com n opg¢des em cada decisao.

* Logo, as r bolas podem ser colocadas nas n células de n” maneiras
diferentes
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Exemplo Arranjos: Amostras Ordenadas
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Considerando as faces de um dado como as ““células”:

e jogar um dado r vezes sucessivas produz 6" diferentes
resultados

— 5" resultados ndo contém a face 2

e Admitindo que os 6" resultados tem a mesma probabilidade, o
evento “a face 2 ndo aparece” tem probabilidade igual a
(5/6)".

o A probabilidade do evento “a face 2 aparece” é igual a
1- (5/6)"
— se r = 6, essa probabilidade é menor do que 2/3

e Apesar do senso comum achar que, em seis tentativas, a face dois
deve aparecer com certeza (i.e., com probabilidade muito alta)...

= Considere uma populacao de n elementos a,, a
., @,. Qualquer seqiiéncia de r simbolos tomadas
dessa populacio é denominada uma amostra
ordenada ou arranjo.

* Arranjos podem ser
e com repeti¢cdo
—n" possiveis amostras
e sem repeticdo
—-r<n

—n(n—1)(n-=2)...(n—r+1) possiveis amostras
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Definicao
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Escolhas Aleatorias Sucessivas

= Experimento que consiste na escolha sucessiva de r
elementos, um por vez, tomados de uma populacgao de n

Parars<n: elementos, na qual cada resultado (um arranjo) possivel
tem a mesma probabilidade dos demais
_ . I’l‘ e Probabilidade n para escolhas com repeticio
(I’l) r= n(n — 1)(” —r+ 1) - (l’l . I")' e Probabilidade 1/(n), para escolhas sem repeticio
i = Exemplos
e Com repetigcdo
Obs.: (n) n = n! — jogar um dado vdrias vezes, lancar uma moeda vdrias vezes, ...
e Sem repeticao
— retirar sucessivamente cartas de um baralho
\
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Em um experimento de escolhas aleatérias
sucessivas sem repeticao

 Qual é a probabilidade de um elemento especifico
da populagdo aparecer na amostra ordenada que
corresponde a um resultado do experimento ?

* Em um experimento de escolhas aleatorias
sucessivas sem repeticao

e Qual é a probabilidade de um elemento especifico
da populagdo aparecer na amostra ordenada que
corresponde a um resultado do experimento ?

— Numero de amostras que ndo contém um determinado
elemento: (n—1),.
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* Em um experimento de escolhas aleatérias
sucessivas sem repeticao
 Qual é a probabilidade de um elemento especifico

da populacdo aparecer na amostra ordenada que
corresponde a um resultado do experimento ?

— Numero de amostras que ndo contém um determinado
elemento: (n—1),.
e (n—1),
* Probabilidade: p =
(n),

Exemplo
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* Em um experimento de escolhas aleatorias sucessivas sem
repeticao
e Qual é a probabilidade de um elemento especifico da

populagdo aparecer na amostra ordenada que corresponde a
um resultado do experimento ?

— Numero de amostras que ndo contém um determinado elemento:
(n-1),.
r

. (n—-1),
* Probabilidade: p = ————

(n),

— A probabilidade procurada é 1 —p
(n=1)! (n=1)!

(=1, . m-1-p_ m=1-n!  _ n-r_r
\ ! (n), =1 PR n(n—1)! =l
lo VLI . (n—r)! (n—r)(n—-1-r)!
Exercicio Classe de Problemas

Modelagem Analitica

* Em um experimento de escolhas aleatdrias
sucessivas com repeticao

 Qual é a probabilidade de um elemento especifico
da populagdo aparecer na amostra ordenada que
corresponde a um resultado do experimento ?

—Resposta: 1 — (1 = 1/n)"
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= Considere amostras ordenadas de tamanho r com
repeticao, com escolhas aleatorias tomadas de
uma populacao de tamanho n .

= (Calcular a probabilidade do evento:

e nenhum elemento aparece mais de uma vez na
mesma amostra

__ nimero de amostras sem repeti¢do

nimero de amostras total
_ numero de amostras sem repeticao

numero de amostras com repeti¢ao
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Exemplos
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Bolas e Células

e Se n bolas sdo aleatoriamente colocadas em n células, qual é a
probabilidade p de que todas as células sejam ocupadas (1 bola em
cada)?

- p =nln"
« Este valor é surpreendentemente pequeno
—paran=1, p=0,00612
— Se, em uma cidade, a média de acidentes semanais é igual a sete,
entdo praticamente todas as semanas terdo dias sem acidentes e dias

com mais de um acidente. Apenas em uma a cada aproximadamente
165 semanas teremos uma semana com um acidente por dia.

Elevador

o Um elevador de um prédio com 10 andares deixa o térreo com 7 pessoas.
Qual é a probabilidade p de que ndo haja a saida de mais de uma pessoa
em um mesmo andar?

_ o),

07

=0,06048

Exemplos

Aniversarios

e As datas de aniversdrio de r pessoas formam uma amostra de
tamanho r com cada elemento tomado do espago de 365 dias
do ano. Qual é a probabilidade de que r aniversdrios caiam
em datas diferentes ?

_(369),
365"

— Parar=23,p<0,5

* Em um grupo de 23 pessoas, a probabilidade de encontrar duas
que tenham a mesma data de aniversdrio é superior a 50 % !!
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Combinacoes: Subpopulacoes
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Dada uma populacao de tamanho n, quantas
subpopulacoes diferentes de tamanho r existem
dentro dela ?

* populagies e subpopulagédes s@o conjuntos
—ndo importa a ordenacgao

e subpopulagdes sdo também chamadas combinacoes
de elementos da populagdo

Combinacoes: Subpopulacoes
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Dada uma populacao de tamanho n, quantas
subpopulacgées diferentes de tamanho r existem dentro
dela ?

e Dentro de uma populacéo de n elementos, tem-se (n),
arranjos de tamanho r

— Virios desses arranjos correspondem a uma mesma combinac¢ao
pois s@o os mesmos elementos ordenados de forma diferente

— Sabemos que, dado um conjunto de r elementos temos r!
arranjos possiveis desses elementos

* Todos esses arranjos correspondem a um mesmo elemento da
subpopulagao
(n), n!

e Entdo o numero N procurado é N = =
r! (n—nr)'r!




Definicao
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= Coeficiente Binomial

Teorema

= Uma populac¢ao de n elementos possui

subpopulacoes diferentes de tamanho r <n
-

Para ser valido para qualquer 0 <rs<n,
define-se
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Exemplo: Problema de Ocupacao
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* Considere a distribuicao aleatoria de r bolas em n
células

e n" arranjos com probabildade n" cada

= Achar a probabilidade p, de que uma célula
especifica contenha exatamente k bolas (k <r)

e k bolas podem ser escolhidas de (r] maneiras
diferentes &

e as r —k bolas restantes podem ser colocadas nas
n —1 células restantes de (n —1)" ~* formas
diferentes

1(r _k
= n—1)"
P =3 (kJ( )
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Teorema
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= Sejam ry, ..., r, inteiros tais que
n+nr+..+r =n

e O nimero de maneiras pelas quais uma populagdo
de n elementos pode ser particionada em k
subpopulagades de tamanhos r,...,r; respectivamente
éigual a

n!

rlrt--r!
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Demonstracao
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n n!

n) (n=m)'n!

nin-r)_ n! (n—r) _ n!

n\ n _(n—rl)!rl! (n—rl—rz)!rz!_(n—rl—rz)!rl!rz!
nfn-—nyn-—n-rnrj_ n!

ni\ r T _(n—rl—rz—r3)!r1!r2!r3!
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