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Elementos de AnElementos de Anáálise Combinatlise Combinatóóriaria

�� Teorema: Teorema: 

•• O experimento de realizar r decisões (seleO experimento de realizar r decisões (seleçções) sucessivas, ões) sucessivas, 
nas quais, para a nas quais, para a kk--éésimasima seleseleçção temão tem--se se nnkk opopçções possões possííveis, veis, 
produz o total de nproduz o total de n11nn22......nnrr posspossííveis resultados diferentesveis resultados diferentes

�� Exemplo:Exemplo:

•• ColocaColocaçção de bolas em cão de bolas em céélulas:lulas:

–– Ao colocar Ao colocar rr bolas em bolas em nn casas (ou ccasas (ou céélulas),lulas), fazfaz--se uma seqse uma seqüüência ência 
de de rr decisõesdecisões com com nn opopçções em cada ões em cada decisão.decisão.

•• Logo, as r bolas podem ser colocadas nas n cLogo, as r bolas podem ser colocadas nas n céélulas de lulas de nnrr maneiras maneiras 
diferentesdiferentes
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ExemploExemplo

�� Considerando as faces de um dado como as Considerando as faces de um dado como as ““ccéélulaslulas””::

•• jogar um dado r vezes sucessivas produz 6jogar um dado r vezes sucessivas produz 6rr diferentes diferentes 
resultadosresultados

–– 55rr resultados não contresultados não contéém a face 2m a face 2

•• Admitindo que os 6Admitindo que os 6rr resultados tem a mesma probabilidade, o resultados tem a mesma probabilidade, o 
evento evento ““a face 2 não aparecea face 2 não aparece”” tem probabilidade igual a tem probabilidade igual a 
(5/6)(5/6)rr. . 

•• A probabilidade do evento A probabilidade do evento ““a face 2 aparecea face 2 aparece”” éé igual a  igual a  
11-- (5/6)(5/6)rr

–– se se r r = 6, essa probabilidade = 6, essa probabilidade éé menor do que 2/3menor do que 2/3

•• Apesar do senso comum achar que, em seis tentativas, a face doisApesar do senso comum achar que, em seis tentativas, a face dois
deve aparecer com certeza (i.e., com probabilidade muito alta)..deve aparecer com certeza (i.e., com probabilidade muito alta)....
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Arranjos: Amostras OrdenadasArranjos: Amostras Ordenadas

�� Considere uma populaConsidere uma populaçção de n elementos ão de n elementos aa11, a, a22, , 
..., ..., aann. Qualquer . Qualquer seqseqüüênciaência de de rr ssíímbolos tomadas mbolos tomadas 
dessa populadessa populaçção ão éé denominada uma denominada uma amostra amostra 
ordenadaordenada ouou arranjoarranjo. . 

�� Arranjos podem serArranjos podem ser

•• com repeticom repetiççãoão

–– nnrr posspossííveis amostrasveis amostras

•• sem repetisem repetiççãoão

–– rr ≤≤ nn

–– n(nn(n−−11)(n)(n−−22)...(n)...(n−−r+r+11) poss) possííveis amostrasveis amostras
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DefiniDefiniççãoão

)!(

!
)1)...(1()(

rn

n
rnnnn r

−
=+−−≡

!)(:. nnObs n =

Para r ≤ n:

Modelagem AnalModelagem Analííticatica

6

Escolhas AleatEscolhas Aleatóórias Sucessivasrias Sucessivas

�� Experimento que consiste na escolha sucessiva de Experimento que consiste na escolha sucessiva de rr
elementos, um por vez, tomados de uma populaelementos, um por vez, tomados de uma populaçção de ão de nn
elementos, na qual cada resultado (um arranjo) posselementos, na qual cada resultado (um arranjo) possíível vel 
tem a mesma probabilidade dos demaistem a mesma probabilidade dos demais

•• Probabilidade nProbabilidade n−−−−−−−−r r para escolhas com repetipara escolhas com repetiççãoão

•• Probabilidade Probabilidade 11//((nn))rr para escolhas sem repetipara escolhas sem repetiççãoão

�� Exemplos Exemplos 

•• Com repetiCom repetiççãoão

–– jogar um dado vjogar um dado váárias vezes, lanrias vezes, lanççar uma moeda var uma moeda váárias vezes, ...rias vezes, ...

•• Sem repetiSem repetiççãoão

–– retirar sucessivamente cartas de um baralhoretirar sucessivamente cartas de um baralho
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ExemploExemplo

�� Em um experimento de escolhas aleatEm um experimento de escolhas aleatóórias rias 
sucessivas sem repetisucessivas sem repetiççãoão

•• Qual Qual éé a probabilidade de um elemento especa probabilidade de um elemento especíífico fico 
da populada populaçção aparecer na amostra ordenada que ão aparecer na amostra ordenada que 
corresponde a um resultado do experimento ?corresponde a um resultado do experimento ?
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ExemploExemplo

�� Em um experimento de escolhas aleatEm um experimento de escolhas aleatóórias rias 
sucessivas sem repetisucessivas sem repetiççãoão

•• Qual Qual éé a probabilidade de um elemento especa probabilidade de um elemento especíífico fico 
da populada populaçção aparecer na amostra ordenada que ão aparecer na amostra ordenada que 
corresponde a um resultado do experimento ?corresponde a um resultado do experimento ?

–– NNúúmero de amostras que mero de amostras que nãonão contcontéém um determinado m um determinado 

elemento: (elemento: (nn−−1)1)rr..
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ExemploExemplo

�� Em um experimento de escolhas aleatEm um experimento de escolhas aleatóórias rias 
sucessivas sem repetisucessivas sem repetiççãoão

•• Qual Qual éé a probabilidade de um elemento especa probabilidade de um elemento especíífico fico 
da populada populaçção aparecer na amostra ordenada que ão aparecer na amostra ordenada que 
corresponde a um resultado do experimento ?corresponde a um resultado do experimento ?

–– NNúúmero de amostras que mero de amostras que nãonão contcontéém um determinado m um determinado 

elemento: (elemento: (nn−−1)1)rr..

•• Probabilidade: Probabilidade: 
( 1)
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ExemploExemplo

�� Em um experimento de escolhas aleatEm um experimento de escolhas aleatóórias sucessivas rias sucessivas semsem
repetirepetiççãoão

•• Qual Qual éé a probabilidade de um elemento especa probabilidade de um elemento especíífico da fico da 
populapopulaçção aparecer na amostra ordenada que corresponde a ão aparecer na amostra ordenada que corresponde a 
um resultado do experimento ?um resultado do experimento ?

–– NNúúmero de amostras que mero de amostras que nãonão contcontéém um determinado elemento: m um determinado elemento: 
((nn−−1)1)rr..

•• Probabilidade:Probabilidade:

–– A probabilidade procurada A probabilidade procurada éé 1 1 −− pp
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ExercExercííciocio

�� Em um experimento de escolhas aleatEm um experimento de escolhas aleatóórias rias 
sucessivas sucessivas comcom repetirepetiççãoão

•• Qual Qual éé a probabilidade de um elemento especa probabilidade de um elemento especíífico fico 
da populada populaçção aparecer na amostra ordenada que ão aparecer na amostra ordenada que 
corresponde a um resultado do experimento ?corresponde a um resultado do experimento ?

–– Resposta: 1 Resposta: 1 −− (1 (1 −− 1/1/nn))rr
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Classe de ProblemasClasse de Problemas

�� Considere amostras ordenadas de tamanho Considere amostras ordenadas de tamanho rr com com 
repetirepetiçção, com escolhas aleatão, com escolhas aleatóórias tomadas de rias tomadas de 
uma populauma populaçção de tamanho ão de tamanho nn ..

�� Calcular a probabilidade do evento: Calcular a probabilidade do evento: 

•• nenhum elemento aparece mais de uma vez na nenhum elemento aparece mais de uma vez na 
mesma amostramesma amostra

r
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repetição sem amostras de número
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ExemplosExemplos

�� Bolas e CBolas e Céélulaslulas

•• Se n bolas são aleatoriamente colocadas em n cSe n bolas são aleatoriamente colocadas em n céélulas, qual lulas, qual éé a a 
probabilidade p de que todas as cprobabilidade p de que todas as céélulas sejam ocupadas (1 bola em lulas sejam ocupadas (1 bola em 
cada)?cada)?

–– p = np = n!/!/nnnn

•• Este valor Este valor éé surpreendentemente pequenosurpreendentemente pequeno

–– para n = para n = 77,   p = ,   p = 0,006120,00612

–– Se, em uma cidade, a mSe, em uma cidade, a méédia de acidentes semanais dia de acidentes semanais éé igual a sete, igual a sete, 
então praticamente todas as semanas terão dias sem acidentes e dentão praticamente todas as semanas terão dias sem acidentes e dias ias 
com mais de um acidente. Apenas em uma a cada aproximadamente com mais de um acidente. Apenas em uma a cada aproximadamente 
165 semanas teremos uma semana com um acidente por dia.165 semanas teremos uma semana com um acidente por dia.

�� ElevadorElevador

•• Um elevador de um prUm elevador de um préédio com 10 andares deixa o tdio com 10 andares deixa o téérreo com 7 pessoas. rreo com 7 pessoas. 
Qual Qual éé a probabilidade p de que não haja a saa probabilidade p de que não haja a saíída de mais de uma pessoa  da de mais de uma pessoa  
em um mesmo andar?em um mesmo andar?

06048,0
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7
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ExemplosExemplos

�� AniversAniversááriosrios

•• As datas de aniversAs datas de aniversáário de r pessoas formam uma amostra de rio de r pessoas formam uma amostra de 
tamanho r com cada elemento tomado do espatamanho r com cada elemento tomado do espaçço de 365 dias o de 365 dias 
do ano. Qual do ano. Qual éé a probabilidade de que r aniversa probabilidade de que r aniversáários caiam rios caiam 
em datas diferentes ?em datas diferentes ?

–– Para Para rr =23, =23, pp < 0,5< 0,5

•• Em um grupo de 23 pessoas, a probabilidade de encontrar duas Em um grupo de 23 pessoas, a probabilidade de encontrar duas 
que tenham a mesma data de aniversque tenham a mesma data de aniversáário rio éé superior a 50 % !!superior a 50 % !!
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CombinaCombinaçções: ões: SubpopulaSubpopulaççõesões

�� Dada uma populaDada uma populaçção de tamanho ão de tamanho nn, quantas , quantas 
subpopulasubpopulaççõesões diferentes de tamanho diferentes de tamanho rr existem existem 
dentro dela ?dentro dela ?

•• populapopulaçções e ões e subpopulasubpopulaççõesões são conjuntossão conjuntos

–– não importa a ordenanão importa a ordenaççãoão

•• subpopulasubpopulaççõesões são tambsão tambéém chamadas m chamadas combinacombinaççõesões
de elementos da populade elementos da populaççãoão
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CombinaCombinaçções: ões: SubpopulaSubpopulaççõesões

�� Dada uma populaDada uma populaçção de tamanho ão de tamanho nn, quantas , quantas 
subpopulasubpopulaççõesões diferentes de tamanho diferentes de tamanho rr existem dentro existem dentro 
dela ?dela ?

•• Dentro de uma populaDentro de uma populaçção de n elementos, temão de n elementos, tem--se (n)se (n)r r 

arranjosarranjos de tamanho rde tamanho r

–– VVáários desses arranjos correspondem a uma mesma combinarios desses arranjos correspondem a uma mesma combinaçção ão 
pois são os mesmos elementos ordenados de forma diferentepois são os mesmos elementos ordenados de forma diferente

–– Sabemos que, dado um conjunto de Sabemos que, dado um conjunto de rr elementos temos elementos temos rr! ! 
arranjos possarranjos possííveis desses elementosveis desses elementos

•• Todos esses arranjos correspondem a Todos esses arranjos correspondem a umum mesmo elemento da mesmo elemento da 
subpopulasubpopulaççãoão

•• Então o nEntão o núúmero N procurado mero N procurado éé
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DefiniDefiniççãoão

�� Coeficiente BinomialCoeficiente Binomial
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TeoremaTeorema

�� Uma populaUma populaçção de ão de nn elementos possuielementos possui

subpopulasubpopulaççõesões diferentes de tamanho diferentes de tamanho rr ≤≤ nn








r

n

Para ser válido para qualquer 0 ≤ r ≤ n, 

define-se
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Exemplo: Problema de OcupaExemplo: Problema de Ocupaççãoão

�� Considere a distribuiConsidere a distribuiçção aleatão aleatóória de ria de rr bolas em bolas em nn
ccéélulaslulas

•• nnrr arranjos com arranjos com probabildadeprobabildade nn--rr cadacada

�� Achar a probabilidade Achar a probabilidade ppkk de que uma cde que uma céélula lula 
especespecíífica contenha exatamente fica contenha exatamente kk bolas (bolas (kk ≤≤ rr))

•• k bolas podem ser escolhidas de       maneiras k bolas podem ser escolhidas de       maneiras 
diferentesdiferentes

•• as r as r −−−−−−−− k bolas restantes podem ser colocadas nas k bolas restantes podem ser colocadas nas 
n n −−−−−−−− 11 ccéélulas restantes de lulas restantes de (n (n −− 11))r r −− kk formas formas 
diferentesdiferentes
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TeoremaTeorema

�� Sejam Sejam rr11, ..., , ..., rrkk inteiros tais queinteiros tais que

•• O nO núúmero de maneiras pelas quais uma populamero de maneiras pelas quais uma populaçção ão 
de n elementos pode ser de n elementos pode ser particionadaparticionada em k em k 
subpopulasubpopulaççõesões de tamanhos rde tamanhos r11,...,,...,rrkk respectivamente respectivamente 
éé igual a igual a 

nrrr k =+++ ...21
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21 krrr
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DemonstraDemonstraççãoão
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