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Modelagem Analitica

Algumas Distribuicoes Discretas

Distribuicao de Bernoulli
Modelagem Analitica

= Um experimento de Bernoulli tem somente dois
resultados aleatorios possiveis:

* sucesso
e fracasso

= A variavel aleatéria que corresponde ao
experimento anterior é uma varidvel aleatoria de
Bernoulli.

» A notacio de uma distribuicdo de Bernoulli é
Be(p), onde 0 < p <1 é a probabilidade de obter-

S€ sSucesso.
N
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Distribuicao de Bernoulli: Exemplos
Modelagem Analitica

= Lancamento de uma moeda
e Caso obtenha-se uma cara: sucesso

e Caso obtenha-se uma coroa: fracasso

= A direcao que segue um veiculo em

uma bifurcacio (caminho A ou B) /{

) 00—
e Se segue o caminho A: sucesso 7\\
¢ Se segue o caminho B: fracasso o
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Distribuicao de Bernoulli Distribuicao de Bernoulli
Modelagem Analitica
= X v.a.~ Be(p) * Funcio Distribuicao Cumulativa:

1-p , 0<X<I1

* X é uma varidvel aleatoria discreta do experimento
de Bernoulli de parametro p.

¢ Os resultados possiveis deste experimento podem ser F.(X)=
“mapeados’ nos niimeros reais, logo: 1 , X 21
— Dominio de X:
X e (0 1) = Valor esperado:
~P{X=0}=P0)=1-p
_P{X=1}=P(I)=p E[X]=pl+(-p)0=p
\
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Distribuicao de Bernoulli: Graficos Distribuicao de Bernoulli: Exemplo

Modelagem Analitica

Modelagem Analitica

* Funcao Densidade de 11

Probabilidade L . . _
1p e

q = Um pacote de informacoes é enviado pelo

Ep transmissor ao receptor através de uma conexao,
sendo p a probabilidade de que o pacote chegue
corretamente ao receptor.

* Funcao Distribuicio " .
Cumulativa ' e info chega corretamentea R: x = 1
o
e info ndo chega corretamente a R: x = 0
1-p
A 0 1 X b
[ A 7 €lo A 8




Distribuicao geométrica

= Considere N experimentos de Bernoulli
independentes, cada um com probabilidade de
éxito p
= A v.ax ~ Ge(p) representa o niimero de
experimentos (ou tentativas) até conseguir o
primeiro éxito
= Funcao de massa de probabilidade:
Plx=n}=(1-p)"p n =12,..
* Funcao Distribuicio Cumulativa:
\ F.m=) p(l-p)
k=1

€le A3 9

k-1

Distribuicao Binomial

= Considere n experimentos independentes identicamente
distribuidos (iid), cada um com distribuicao Bernoulli de
parametro p.

= Se a variavel de interesse y corresponde ao nimero de
sucessos obtidos nestes n experimentos, entao y é
conhecida como uma variavel aleatoria binomial de
parametros n e p.

e Uma distribuicdo binomial de parametros n e p se denota
Bi(n,p), onde:

— n é o nimero de experimentos de Bernoulli independentes
realizados.

— p € a probabilidade de obter um sucesso em cada um dos n
experimentos, 0 < p < 1.

Distribuicao Binomial: Exemplos
Modelagem Analitica

* Uma moeda é lancada n vezes. Se em cada
lancamento se obtém cara (sucesso) com
probabilidade p, qual é a probabilidade de que se
obtenha i sucessos (0 <i<n)?

= Observam-se n veiculos em uma bifurcacio.
Cada veiculo segue o caminho A (sucesso) com
probabilidade p. Qual é a probabilidade de que i
veiculos (0 <i < n) sigam o caminho A (sucesso)?

€le ™ 1

Distribuicao Binomial: Exemplo
Modelagem Analitica

= n pacotes de informacao sao enviados pelo
transmissor ao receptor através de uma
conexao.

» A probabilidade de cada um dos pacotes chegar
corretamente a R é igual a p.

—Qual € a probabilidade de que i pacotes (0 <i < n)
de informacgdo cheguem corretamente ao
\ receptor?
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Distribuicio Binomial Distribuicao Binomial
Modelagem Analitica

* Oevento = Sejam x,, X, ..., X, onde as variaveis {x},
* “n tentativas produzem k sucessos e n - k fracassos” i=1.2 n sao v.a.’s iid Be(p) Sej aava.y
— , , LN ] , L] 1] L] L] 1]
— acontece de tantas maneiras quantas forem as amostras contendo k . .
algarismos “1” e n - k algarismos “0” definida por sua soma:
* Ou seja: de quantas maneiras diferentes podemos distribuir k “uns” pelas
n posigoes .
* Ou Ainda: de quantas maneiras diferentes podemos escolher k posicoes —_ Z X
para conter “uns” y= i

— 0 evento tem tantos elementos quanto o nimero de subpopulagdes -
(combinagdes) de tamanho k da populacéo de n elementos = entao:

— cada elemento tem probabilidade p*(1-p)** y ~ Bl(n, p )
= Logo Y
P(y=k)= (]Jp"(l— P, (0<k<n)
P(y<k)= Z( jp (1-p)"7, (O<k<n)
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Distribui¢cdo Binomial Distribuicao binomial: Graficos
Modelagem Analitica Modelagem Analitica
E[x]=)i-P(x=i) Sejak—i—l
i=0 -1) -
E[x]—an ) p'd-p) "

—21 ( Jp (1- = —1 k)'k'
" . =np2(n]: Jp"(l—p)"‘l”‘

=i p (- p)
2 = )v ! - .
~F
nei P(y <n-1) para uma variavel
z ( -p) aleatéria binomial formada de -1
= (n— l) '( -D! ' experimentos de Bernoulli
- (n—1)! (i-1) n—i
—npy —— - .
p;(n—i)!(i—l)!p =P Logo:
E[x]=np
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Distribuicao binomial: Graficos

Modelagem Analitica

Distribuicao binomial: Graficos

Modelagem Analitica

: "ieh\% 17

18

Distribuicao binomial: Graficos
Modelagem Analitica

Modelagem Analitica
= Com relacao a fdp de uma
binomial tem-se que:

o valor mdximo se encontra em
x =E[x]=np

e estritamente decrescente para
x> E[x]

e simétrica em relagdo a p

— Exemplo: p=0.1ep=0.9

: "ieh\% 19




Aproximacao de Poisson

* Em varias aplicacoes temos de tratar de
experimentos de Bernoulli nos quais,
comparativamente, n € muito grande e p é muito
pequeno

* 0 que faz com que o produto . = np seja um valor de
“magnitude moderada”

—obs: A € o valor esperado da Binomial

= Nesses casos, é conveniente usar uma
aproximacao obtida por Siméon D. Poisson
(1781-1840) para a probabilidade de obtermos k

Aproximacao de Poisson

Relembrando: Distribuicao Binomial

P(y=k)=(Z]pk(1—P)"_k, (O<k=n)

P<y=0>=(1—p)"=(1—%j ]

P E— limmP(y=0)=e_’l

lim (1 —iJ =t
m—oo m

Sucessos. /
\
Cle VI 21 22
Aproximacao de Poisson Aproximacao de Poisson
Modelagem Analitica Modelagem Analitica
n : o . P(y=k) A
P(v=Fk)= k(1= py** IimP(y=0)=e lim L
n! ; nk P(y=1)=AP(y=0)=Ae*
1— y y
Po=8) _ e 7P | 1
P(y=k-1) ! () P(y=2)=_AP(y=D=_ A"
(n—k+1)!(k—1)! | -
(n—k+1)p P(y=3)z§/1P(y=2)z§><5/13e‘l

Aproximacao para Bi(n,p) quando

k n é muito grande e p é pequeno.
Definindo um parametro 4 tal que A=np

Piy=k="2¢" o>
’ entdo:

A Aproximacéo para Bi(n, /n) quando
n é muito grande e p é pequeno

('e AR 2 U,




Distribuicao de Poisson Distribuicao de Poisson Massa de Probabilidade
Modelagem Analitica

Modelagem Analitica

k

— ..,/7’ -4
P(y=k)=" e

F.(X)=P(x<X)
F.(X)= Ao

i i!

i

Distribuicao de Poisson: Cumulativa
Modelagem Analitica

Modelagem Analitica

Algumas Distribui¢oes Continuas




Distribuicao Uniforme

= Uma v.a. x é dita uniformemente distribuida no
intervalo [a,b] quando sua f.d.p é dada por

1 14%)
— a<X<b
b—a

f(X)=

0  caso contrario

Fx(X) > X

i : > X
a b
€le A3 29

Distribuicao Exponencial

Ae™ . X>0
f.(X)=Aeu(X)=

F.(X)= [ f,(0)dy

X
= Iﬂe‘ﬂde
0

Distribuicao Exponencial
Modelagem Analitica

9
’ A=8

.

. |

st . e-/1~x

Lt

3 |

.

1 X
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0.125 7
; E[x]
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Distribuicao exponencial

Modelagem Analitica
A-X
=A-e
X
2.0




Distribuicao Exponencial
F.(X)=1-¢*
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Distribuicao Exponencial

F(X)=1-¢™
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Distribuicao Normal (Gaussiana)
Modelagem Analitica

1 ﬂ X

x(X): e 20 1
f o217 0g
07t

X 06
F(X)=[ f,mdy | o
_ 03t
a2

o
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